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Аннотация. В статье рассматривается экстремальная задача нахождения точных кон-
стант χm,n,r(τ) в неравенствах типа Джексона–Стечкина, связывающих наилучшие при-
ближения аналитических в единичном круге U = {z : |z| < 1} функций алгебраическими
комплексными полиномами и усредненными значениями модулей непрерывности высших
порядков r -ых производных функций в весовом пространстве Бергмана B2,γ . Введены
классы аналитических в единичном круге функций W

(r)
m (τ) и W

(r)
m (τ,Φ), которые удо-

влетворяют определенным условиям. Для введенных классов функций вычислены точные
значения некоторых известных n -поперечников. В работе используются методы решения
экстремальных задач в нормированных пространствах аналитических в круге функций и
разработанный В.М. Тихомировым метод оценки снизу n -поперечников функциональных
классов в различных банаховых пространствах. Полученные в работе результаты являются
обобщением и распространением на случай аналитических в единичном круге функций,
принадлежащих весовому пространству Бергмана, результатов работ С.Б. Вакарчука и
А.Н. Щитова, полученных для классов дифференцируемых периодических функций.
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Введение

Работа посвящена вопросам наилучшего полиномиального приближения аналитиче-
ских в круге функций и вычислению значений n -поперечников некоторых классов ана-
литических функций в весовом пространстве Бергмана.

Известно, что в экстремальных задачах теории приближения функций большую роль
играют неравенства, в которых величина наилучшего приближения функций оценивается
сверху через некоторую характеристику гладкости самой функции или ее некоторой про-
изводной. Такие неравенства называются неравенствами типа Джексона–Стечкина. Зада-
че, связанной с нахождением точных констант в неравенствах типа Джексона–Стечкина
для аналитических в единичном круге функций, посвящено значительное множество ра-
бот. Первые точные результаты по наилучшим полиномиальным приближениям анали-
тических в единичном круге функций были получены в работах [1–4]. В работе [5] были
получены точные значения поперечников в смысле Колмогорова некоторых классов ана-
литических в единичном круге функций в пространстве Харди. В дальнейшем эта тема-
тика нашла свое отражение в многочисленных работах (см. [6–9] и приведенную в них
литературу). В весовом пространстве Бергмана задачи, связанные с вычислением точных
значений верхних граней наилучшего приближения и с вычислением точных значений
n -поперечников классов аналитических в круге функций, были решены, например, в ра-
ботах [10–14].

В данной работе введена и изучена экстремальная аппроксимационная характеристи-
ка, которая в отличии от ранее изученных экстремальных характеристик содержит модуль
непрерывности не только под знаком интеграла, но и вне интеграла в весовом простран-
стве Бергмана. Вычислены значения бернштейновского, колмогоровского, гельфандовско-
го, линейного и проекционного n -поперечника для различных классов функций, опреде-
ляемых модулями непрерывности r -ых производных функций, принадлежащих весовому
пространству Бергмана.

1. Основные понятия

Пусть N — множество натуральных чисел, Z+ = N∪{0}, C — множество комплексных
чисел. Известно, что аналитическая в единичном круге функция

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k, z = ρeit, 0 ≤ ρ < 1

принадлежит весовому пространству Бергмана Bq,γ, если

‖f‖Bq,γ =

 1

2π

1∫
0

2π∫
0

ργ(ρ)|f(ρeit)|qdρdt

1/q

<∞, 1 ≤ q ≤ ∞,

где γ(ρ) ≥ 0 — суммируемая на [0, 1] функция. Множество всех комплексных алгебраи-
ческих полиномов степени не выше n обозначим

Pn =

{
pn(z) : pn(z) =

n∑
k=0

akz
k, ak ∈ C

}
.

Через
En(f)Bq,γ = inf{‖f − pn−1‖Bq,γ : pn−1 ∈ Pn−1}
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обозначим наилучшее приближение функции f ∈ Bq,γ множеством Pn−1.
Легко доказать, что среди произвольных pn−1(z) ∈ Pn−1 наименьшее значение вели-

чины наилучшего приближения в пространстве B2,γ доставляет частная сумма Тейлора

Tn−1(f, z) =
n−1∑
k=0

ckz
k,

разложения функции

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k = Tn−1(f, z) +

∞∑
k=n

ckz
k

в круге |z| < 1 . При этом

En(f)B2,γ =
∥∥f − Tn−1(f)

∥∥
B2,γ

=
{ ∞∑
k=n

|ck|2
1∫

0

ρk+1γ(ρ)dρ
}1/2

. (1.1)

Величину

ωm(f, t)Bq,γ = sup
{
‖∆m

h (f, ·, ·)‖Bq,γ : |h| ≤ t
}

= sup

{( 1

2π

∫ 1

0

∫ 2π

0

ργ(ρ)|∆m
h (f ; ρ, u)|qdρdu

)1/q
: |h| ≤ t

}
,

где

∆m
h (f ; ρ, u) =

m∑
k=0

(−1)kCk
mf
(
ρei(u+kh)

)
— разность m -го порядка функции f (ρeit) по аргументу t с шагом h , назовем инте-
гральным модулем непрерывности m -го порядка.

Производную r -го порядка r ∈ Z+ функции f(z) обозначим через

f (r)(z) =
drf

dzr
=
∞∑
k=r

αk,rckz
k−r, αk,r = k! [(k − r)!]−1 , k ≥ r.

Всюду далее полагаем

B(r)
q,γ =

{
f(z) ∈ Bq,γ :

∥∥zrf (r)
∥∥
q,γ
<∞

}
, r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞.

Введем в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимационную характеристику

χm,n,r(τ) = sup
f∈B(r)2,γ

αn,rEn(f)2,γ{
ω
2/m
m (zrf (r), τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du

}m/2 , (1.2)

где 0 < τ ≤ π/n, m, n ∈ N, r ∈ Z+.

Пусть X — банахово пространство, S — единичный шар в X, N — выпуклое цен-
трально-симметричное подмножество X, Λn ⊂ X — n -мерное подпространство, Λn ⊂
X — подпространство коразмерности n, L : X — непрерывный линейный оператор и
L⊥ : X → Λn — непрерывный оператор линейного проектирования.
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Величины

bn(N, X) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ N} : Λn+1 ⊂ X} ,

dn(N, X) = inf {sup {‖f‖X : f ∈ N ∩ Λn} : Λn ⊂ X} ,

dn(N, X) = inf {sup {inf {‖f − ϕ‖X : ϕ ∈ Λn} : f ∈ N} : Λn ⊂ X} ,

λn(N, X) = inf {inf {sup {‖f − Lf‖X : f ∈ N} : LX ⊂ Λn} : Λn ⊂ X} ,

πn(N, X) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − L⊥f‖X : f ∈ N

}
: L⊥X ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ X

}
,

называют, соответственно, бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линей-
ным и проекционным n -поперечниками в пространстве X. Поскольку X — весовое про-
странство Бергмана B2,γ, то для перечисленных выше n -поперечников выполняются со-
отношения [15, с. 239]:

bn(N, X) ≤ dn(N, X) ≤ dn(N, X) = λn(N, X) = Πn(N, X). (1.3)

Также полагаем
En(N) := sup{En(f) : f ∈ N}.

Пусть Φ(τ) (τ ≥ 0) — произвольная возрастающая функция такая, что Φ(0) = 0. Для
любых m ∈ N, r ∈ Z+ и τ > 0 определим классы функций

W (r)
m (τ) =

{
f ∈ B2,γ :

1

τ 2
ω2/m
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+
(n
τ

)2 τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du ≤ 1

}
,

W (r)
m (τ,Φ) =

{
f ∈ B2,γ : ω2/m

m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du ≤ Φm/2(τ)

}
.

Положим

(1− cosnt)m∗ =

{
(1− cosnt)m, если nt < π,

2m, если nt ≥ π.

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Пусть m,n, r — произвольные натуральные числа, и n > r. Тогда для
любых τ, удовлетворяющих условию 0 < τ ≤ π/n, имеет место равенство

χm,n,r(τ) = (nτ)−m, (2.1)

и верхняя грань в равенстве (2.1) реализует функция f0(z) = zn ∈ B(r)
2,γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольной аналитической функции f(z) ∈ B(r)
2,γ име-

ет место соотношение [10]

ω2
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

= 2m sup
|u|≤τ

∞∑
k=r

α2
k,r|ck|2 (1− cos ku)m

∫ 1

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ. (2.2)
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Используя соотношения (1.1), (2.2), неравенство Гельдера, а также тот факт, что при
любом k ≥ n выполнено αk,r ≥ αn,r получаем (см. [16])

E2
n(f)2,γ −

∞∑
k=n

|ck|2 cos kt

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ =
∞∑
k=n

|ck|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ(1− cos kt)

=
∞∑
k=n

{
|ck|2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ
}1−1/m

·
{
|ck|2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ
}1/m

(1− cos kt)

≤
∞∑
k=n

{
|ck|2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ
}1−1/m

·
{ ∞∑
k=n

|ck|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ(1− cos kt)m
}1/m

≤
{ ∞∑
k=n

|ck|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ
}1−1/m

·
{ 1

2m
2m

∞∑
k=n

(
αk,r
αn,r

)2

|ck|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ(1− cos kt)m
}1/m

≤ E2−2/m
n (f)2,γ

1

2α
2/m
n,r

ω2/m
m

(
zrf (r), t

)
2,γ
.

Таким образом,

E2
n(f)2,γ −

∞∑
k=n

|ck|2 cos kt

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ ≤ E2−2/m
n (f)2,γ ·

1

2α
2/m
n,r

ω2/m
m

(
zrf (r), t

)
2,γ
. (2.3)

Интегрируя неравенство (2.3) относительно t в пределах от 0 до u, будем иметь:

uE2
n(f)2,γ−

∞∑
k=n

|ck|2
sin ku

k

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ ≤ E2−2/m
n (f)2,γ

1

2α
2/m
n,r

u∫
0

ω2/m
m (zrf (r), t)2,γdt. (2.4)

Вновь интегрируя обе части неравенства (2.4) по u в пределах от 0 до τ, получим:

τ 2

2
E2
n(f)2,γ −

∞∑
k=n

|ck|2
1− cos kτ

k2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ

≤ E2−2/m
n (f)2,γ ·

1

2α
2/m
n,r

τ∫
0

u∫
0

ω2/m
m

(
zrf (r), t

)
2,γ
dtdu

или

τ 2

2
E2
n(f)2,γ ≤

1

n2

∞∑
k=n

|ck|2(1− cos kτ)

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ

+ E2−2/m
n (f)2,γ ·

1

2α
2/m
n,r

τ∫
0

u∫
0

ω2/m
m

(
zrf (r), t

)
2,γ
dtdu. (2.5)
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Используя соотношение (2.3), преобразуем первое слагаемое в неравенстве (2.5), затем,
применяя метод интегрирования по частям для второго слагаемого, получим

τ 2

2
E2/m
n (f)2,γ ≤

1

2n2α
2/m
n,r

[
ω2/m
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du

]
. (2.6)

Так как неравенство (2.6) имеет место для произвольной функции f ∈ B(r)
2,γ, то для вели-

чины, стоящей в левой части равенства (2.1), запишем оценку сверху

sup
f∈B(r)2,γ

αn,rEn(f)2,γ{
ω
2/m
m (zrf (r), τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2,γdu

}m/2 ≤ (nτ)−m. (2.7)

С целью получения оценки снизу равную величине в правой части неравенства (2.7) до-
статочно рассмотреть экстремальную функцию f0(z) = zn ∈ B(r)

2,γ. Для этой функции
непосредственными вычислениями получаем

En(f0)2,γ =

( 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ)dρ

)1/2

, ωm

(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

= 2m/2αn,r(1− cosnt)m/2En(f0)2,γ.

ω2/m
m

(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf

(r)
0 , u

)
2,γ
du = (nτ)2α2/m

n,r

( 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ)dρ

)1/m

.

Следовательно,

sup
f∈B(r)2,γ

αn,rEn(f)2,γ{
ω
2/m
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du

}m/2
≥ αn,rEn(f0)2,γ{

ω
2/m
m

(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf

(r)
0 , u

)
2,γ
du

}m/2 = (nτ)−m. (2.8)

Сравнивая оценку сверху (2.7) и оценку снизу (2.8), получаем утверждение теоремы 2.1.

Следует отметить, что экстремальная аппроксимационная характеристика типа (1.2)
в пространстве L2 была рассмотрена в работе [17].

Следствие 2.1. Для любых τ, удовлетворяющих условию 0 < τ ≤ π/n, выполняют-
ся неравенства

1

αn,r(nτ)m
≤ sup

f∈B(r)2,γ

En(f)2,γ
ωm (zrf (r); τ)2,γ

≤ 1

αn,r

(
1

(nτ)2
+

1

2

)m/2
. (2.9)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании неравенства (2.6) для произвольной функции
f(z) ∈ B(r)

2,γ, имеем:

τ 2E2/m
n (f) ≤ 1

n2α
2/m
n,r

(
1 +

n2τ 2

2

)
ω2/m
m (zrf (r); τ)2,γ.

Откуда следует оценка сверху

En(f)2,γ
ωm (zrf (r); τ)2,γ

≤ 1

αn,r

(
1

(nτ)2
+

1

2

)m/2
. (2.10)

Чтобы получить оценки снизу, заметим, что для экстремальной функции f0(z) = zn ∈ B(r)
2,γ

при всех значениях 0 < τ ≤ π/n

ωm
(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

= 2m/2αn,r(1− cosnτ)m/2En(f0)2,γ = 2mαn,r sinm
nτ

2
En(f0)2,γ

≤ 2mαn,r

(nτ
2

)m
En(f0)2,γ = αn,r(nτ)mEn(f0)2,γ,

или
En(f0)2,γ

ωm
(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

≥ 1

αn,r(nτ)m
. (2.11)

Из (2.10) и (2.11) следует неравенство (2.9).

Теорема 2.2. Пусть m,n, r ∈ N, τ > 0. Тогда имеет место равенство

σn(W (r)
m (τ), B2,γ) =

1

αn,rnm
,

где σn(·) — любой из вышеперечисленных n -поперечников.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем неравенство (2.6) в виде

E2/m
n (f)2,γ ≤

1

α
2/m
n,r n2

[
1

τ 2
ω2/m
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+
(n
τ

)2 τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du

]
. (2.12)

Используя определение класса W (r)
m (τ) из неравенства (2.12) можно получить оценки свер-

ху для проекционного n -поперечника

Πn(W (r)
m (τ), B2,γ) ≤ E(W (r)

m (τ))2,γ ≤
1

αn,rnm
. (2.13)

Для получения оценки снизу бернштейновского поперечника bn(W
(r)
m (τ), B2,γ) вводим в

рассмотрение n+ 1 -мерный шар полиномов

Sn+1 =

{
pn ∈ Pn : ‖p‖n ≤

1

αn,rnm

}
и покажем, что Sn+1 ⊂ W

(r)
m (τ). Для этого требуется доказать, что для произвольного

алгебраического полинома pn ∈ Sn+1 выполняется неравенство[
1

τ 2
ω2/m
m

(
zrp(r)n , τ

)
2,γ

+
(n
τ

)2 τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrp(r)n , u

)
2,γ
du

]m/2
≤ 1.



О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ И ЗНАЧЕНИЯХ ПОПЕРЕЧНИКОВ 347

Действительно, для произвольного pn(z) ∈ B2,γ из соотношении (2.2) имеем

ω2
m(zrp(r)n , τ)2,γ ≤ 2mα2

n,r(1− cosnτ)m∗ ‖pn‖22,γ. (2.14)

Тогда [
1

τ 2
ω2/m
m

(
zrp(r)n , τ

)
2,γ

+
(n
τ

)2 τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrp(r)n , u

)
2,γ
du

]m/2

≤
[

2

τ 2
α2/m
n,r (1− cosnτ)‖pn‖2/m +

(n
τ

)2 τ∫
0

2α2/m
n,r (τ − u)(1− cosnu)‖pn‖2/mdu

]m/2
≤ 1.

Согласно теореме В.М. Тихомирова [2] о поперечнике шара получим оценки снизу для
бернштейновского n -поперечника

bn(W (r)
m (τ), B2,γ) ≥ bn(Sn+1, B2,γ) ≥

1

αn,rnm
. (2.15)

Учитывая соотношения (1.3), и сопоставляя неравенства (2.13), (2.15), получаем утвер-
ждение теоремы 2.2.

Теорема 2.3. Пусть для любых натуральных m,n, r функция Φ удовлетворяет
условию

Φ(τ)

Φ(π/n)
≥
(

2

π2

)m/2
(
π2

2
− cosnτ − 1

)m/2
, если 0 ≤ τ ≤ π/n,(

2πnτ − π2

2
− n2τ 2

)m/2
, если τ ≥ π/n.

(2.16)

Тогда имеет место следующее равенство

γn(W (r)
m (τ,Φ), B2,γ) =

1

αn,rπm
Φ
(π
n

)
, (2.17)

где γn(·) — любой из перечисленных выше n -поперечников.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим h = π/n. Запишем неравенство (2.6) в виде

En(f)2,γ ≤
1

nmτmαn,r

[
ω2/m
m (zrf (r), τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2,γdu

]m/2
.

Имеем:
En(f)2,γ ≤

1

αn,rπm
Φ
(π
n

)
.

Отсюда следует оценка сверху для проекционного n -поперечника

Πn(W (r)
m (t,Φ), B2) ≤ En(W (r)

m (t,Φ))2,γ ≤
1

αn,rπm
Φ
(π
n

)
. (2.18)

Для получения оценки снизу рассмотрим в подпространстве Pn шар

Sn+1 =

{
pn(z) ∈ Pn : ‖pn‖2,γ ≤

1

αn,rπm
Φ(π/n)

}
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и покажем, что он принадлежит классу W
(r)
m (τ,Φ). Рассуждения проведем для случаев

0 ≤ τ ≤ π/n и τ ≥ π/n.

Пусть 0 ≤ τ ≤ π/n. Используя определение класса W
(r)
m (τ,Φ), а также первое из

ограничений (2.16), получим

(
ω2/m
m (zrp(r)n , τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2,γdu

)m/2

≤ 2m/2αn,r‖pn‖2,γ
[
1− cosnτ + n2

π/n∫
0

(π
n
− u
)

(1− cosnu)du

]m/2

=

(
2

π2

)m/2
Φ(π/n)

(
π2

2
− cosnτ − 1

)m/2
≤ Φ(τ). (2.19)

Пусть теперь τ ≥ π/n. Согласно определению класса W
(r)
m (τ,Φ), неравенству (2.14) и

второму из ограничений (2.16), получаем

(
ω2/m
m (zrp(r)n , τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2,γdu

)m/2

≤ 2m/2αn,r‖pn‖2,γ
[
(1− cosnτ)∗ + n2

τ∫
0

(τ − u) (1− cosnu)∗du

]m/2

=

(
2

π2

)m/2
Φ(π/n)

(
2πnτ − π2

2
− n2τ 2

)m/2
≤ Φ(τ). (2.20)

Из неравенств (2.19) и (2.20) вытекает, что Sn+1 ⊂ W
(r)
m (τ,Φ). В силу определения берн-

штейновского n -поперечника и неравенств (1.3) для рассматриваемых n -поперечников
справедливы следующие оценки снизу

bn(W (r)
m (τ,Φ), B2,γ) ≥ bn(Sn+1, B2,γ)

1

αn,rπm
Φ
(π
n

)
. (2.21)

Сопоставляя найденные выше оценку сверху (2.18) и оценку снизу (2.21), получаем тре-
буемое равенство (2.17).
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